APLICACIONES DE LA DERIVADA.
LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO:

Si y = f(x), la razén de cambio instantanea de y por unidad de cambio de x en x; es f ’(x;) 0, equivalente, la
derivada de y con respecto a x en x4, si esta existe alli.

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION:
Criterio de la primera derivada:

Sea f una funcién continua en todos los puntos del intervalo abierto (a, b) que contiene al namero c, y
supéngase que f’ existe en todos los puntos de (a, b) excepto, posiblemente, en c:

s Si f’(x) >0 para todos los valores de x en algun intervalo abierto que tiene a ¢ como su punto extremo
derecho, y si f ’(x) <0 para todos los valores de x en algun intervalo abierto que contiene a ¢ como su punto
extremo izquierdo, entonces f tiene un valor maximo relativo en c.

s Si f’(x) <0 para todos los valores de x en algun intervalo abierto que tiene a ¢ como su punto extremo
derecho, entonces f tiene un valor maximo relativo en c y si f '(x) >0 para todos los valores de x en algun
intervalo abierto que contiene a ¢ como su punto extremo izquierdo, entonces f tiene un valor minimo
relativo en c.

TEOREMA 1 (De existencia de méaximos y minimos): Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f
alcanza un valor maximo y un valor minimo en ese intervalo.

TEOREMA 2 (De los puntos criticos): Sea f definida en un intervalo | que contiene al punto c. Si f, es un valor
extremo, entonces ¢ debe ser un punto critico; es decir, ¢ es alguno de los siguientes:

i.  Un punto frontera de I.
ii. Un punto estacionario de f; es decir, un punto en donde f(c) = 0; o
ii. Un punto singular de f; esto es, un punto donde f(c) no existe.

Ejemplo:
Dada f(x) — x> —6x” +9x+1 encontrar los extremos relativos de f, aplicando el criterio de la primera derivada.

Determinar los valores de x en los cuales ocurren los extremos relativos, asi como los intervalos en los cuales f
es creciente y los intervalos en los cuales f es decreciente.

Solucion: fl(x)=3x2—12x+9; f ’(x) existe para todos los valores de x. haciendo f ‘(x) =0, tenemos:
3x° -12x+9=0 por lo cual 3(x—3)(x—1)=0

x =3 y x =1; por tanto los nimeros criticos de f son 1 y 3. Para determinar si f tiene un extremo relativo en
alguno de esos numeros, aplicamos el criterio de la primera derivada.

f(x) f{(x) Conclusion
x<1 + F es creciente.
x=1 5 0 F tiene un valor maximo relativo.
1<x<3 - F es decreciente
x=3 1 0 F tiene un valor minimo relativo
X >3 + F es creciente

LA PRIMERA DERIVADA Y MONOTONIA:

Si f es continua en el intervalo | y derivable en todo punto interior de I, entonces:
i. Sif(x)>0 para todo x interior a I, entonces f es creciente en |.
ii. Sif(x) <0 paratoda x interior a |, entonces f es decreciente en |.

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA:
Sea ¢ un numero critico de una funcién f en la cual f ‘(x) = 0 y f existe para todos los valores de x en algun
intervalo abierto que contenga a c, entonces si f “(x) existe, y

s Sif“(x) <0, f tiene un valor maximo relativo en x = c.

s Sif?(x)> 0, f tiene un valor minimo relativo en x = c.

Sin embargo, si f “(x) = 0, el criterio no concluye nada y f puede tener un maximo relativo, un minimo relativo, o
no tener ningun extremo relativo en x = c.

Ejemplo:



Dada f(x):x4+§x3—4x2, encontrar los minimos y maximos relativos de f aplicando el criterio de la

segunda derivada.

f‘(x) = 4x% + 4x% - 8x

f gx) —12x° +8x—8; haciendo f (x) =0, tenemos:

ax(x+2)x-1)=0
Locualdax =0; x=-2; x=1. Asilos valores criticos de f son -2, 0 y 1. Determinemos si existe 0 no un
extremo relativo en cualquiera de estos nameros criticos al encontrar el signo que alli tenga la segunda

derivada.
NUmeros criticos F(x) F ‘(x) F “(x) Conclusion
X=-2 -32/3 0 + F tiene un valor minimo relativo
x=0 0 0 - F tiene un valor maximo relativo
x=1 -5/3 0 + F tiene una valor minimo relativo

LA SEGUNDA DERIVADA Y CONCAVIDAD

Sea f una funcién derivable en un intervalo abierto I. Decimos que f (al igual que su gréfica) es concava hacia
arriba en |, si f’ es creciente en |, y decimos que f es concava hacia abajo en |, si f es decreciente en I.

TEOREMA DE CONCAVIDAD:

Sea f dos veces derivable en el intervalo abierto I.
i. Sif“(x)>0 paratodaxen |, entonces f es concava hacia arriba en |.
ii. Sif“(x)<0 paratoda x en I, entonces f es concava hacia abajo o convexa en .

PUNTOS DE INFLEXION: Sea f continua en c. Llamamos a (c, f(c)) un punto de inflexién de la gréafica de f, si f
es concava hacia arriba a un lado de ¢ y céncava hacia abajo del otro lado de c.

s ___Puntosdeinflexion _________________ ,
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MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES: Sea S, el dominio de f, que contiene al punto c. Decimos que:

i. f(c) es un valor maximo local de f, si existe un intervalo (a,b) que contiene a c tal que f(c) es el valor madximo
defen(ab) nS;

ii. f(c) es un valor minimo local de f, si existe un intervalo (a,b) que contiene a c tal que f(c) es el valor minimo
defen(ab) nS;

iii. f(c) es un valor extremo local de f, si es maximo local o minimo local.

COMO USAR EL CALCULO PARA DIBUJAR UNA FUNCION F(X).

» Calcule la derivada f ’(x), halle las coordenadas x de los puntos criticos de primer orden y represente los
puntos criticos en el grafico.

» Calcule la segunda derivada f “(x), halle las coordenadas de los puntos criticos de segundo orden y
represente esos puntos criticos en el gréfico.

» Use las coordenadas x de los puntos criticos de primer orden y segundo orden para dividir el eje x en una
coleccién de intervalos. compruebe los signos de la primera y segunda derivadas en cada uno de esos
intervalos.

» Dibuje el grafico en cada intervalo de acuerdo con la siguiente tabla.

Signodef’ Signode f” Crec. o Decrec. Concavidad. forma
+ + Creciente Arriba \/
- + Decreciente Arriba \\
+ - Creciente Abajo r
- - Decreciente Abajo \



EJERCICIOS:

1. En los ejercicios siguientes identifique los puntos criticos y encuentre los valores maximos y minimos.
1. f(x) = x2 +4x+4; 1= [—4,0] 2. f(x) = x2 +X; 1= [—2,2] 3. fx)= x2 +3X; 1= [—2,1]

2 11:1=[-3.3] 5. f9 = x> —3x+1; |=[—%,3]

2. Aplicar el criterio de la primera derivada, encontrar los extremos relativos, los valores de x en los cuales
ocurren los extremos relativos y los intervalos en los cuales la funcion es creciente o decreciente.

1. f(x)=x2+3x 2. f(x)=x3-9x%+15x-5 3. f(x)=x?+4x  4.f(x)=x° —9x2 +15x—5

X—-2
5. f(X):m,

4. f(x) = x3 —3X

3. Aplique el teorema de monotonia para encontrar en donde la funcion dada es creciente y en donde es
decreciente.

1. f})=3x+3 2.fX)=(x+1x-2) 3. fx)=x>+2x-3 4. fx)=2x> -9x* +12x 5. fx)=x> -1
4. Apligue el teorema de concavidad para determinar en donde la funcién dada es céncava hacia arriba y en
donde es concava hacia abajo. También encuentre todos los puntos de inflexion.

1. f() =(x =1 2.f() =x*-13. 3x* -18x 4. f(x) =x*>—x25. f(x) =x* —6x° —24x* +3x+1
6. f(x) =x* -8x> -2

5. En los ejercicios siguientes determinar en donde la gréafica de la funciéon dada es creciente, decreciente,
céncava hacia arriba, cdncava hacia abajo, después dibuje la gréfica.

1.f(x) =x® -12x+1 2. f(X) =4x® —-3x* —-6x+12 3. f(x) =3x" —4x*+2 4. f(x) =x°®-3x*

5. f(X) =3x> -5x° +1
6. ldentifique los puntos criticos, después utilice (a) la prueba de la primera derivada y (si es posible) (b) la

prueba de la segunda derivada para decidir cuales de los puntos criticos dan un maximo local y cuales dan
un minimo local.

1.f)=x>-6x°+4 2. f)=x>—-12x+4 3. fx)=2x3 +6x° +5x+9 4. f(x)=3x> +8x° —9x

APLICACIONES DE LA DERIVADA.
VELOCIDAD Y ACELERACION:

ds
v(t) =—,
® m

dv d%s
a)=—=—+=
® dt  dt?

Ejemplo: Un punto se mueve a lo largo de un eje coordenado horizontal de tal manera que su posicion en el
instante t esta especificado por: S = t*- 12t° + 36t - 30, S se mide en pies y t en segundos.

a) Cuando la velocidad es cero?

b) Cuéando la velocidad es positiva?

c) Cuando el punto se estd moviendo hacia la izquierda (es decir, en la direccién negativa).

d) Cuando la aceleracion es positiva?

Solucion:

v=$:3tz—12t+36:3(t—2)(t—6). Asi, v=0ent=2yt=6

b. v>0,Cuando(t-2)t-6)>0.Lasoluciénes:t<2 o t>6, enotaciénde intervalo(-,2) U (6,+0)
c. Elpuntoesta moviéndosehacialaizquierdacuandov < 0;esto es, cuando(t - 2)t — 6) < 0.Esta desigualdal
tienecomosoluciénelintervalo(2,6).

d. a:%:Gt—M: 6(t — 4).Portanto a > 0cuandot > 4.

RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS APLICANDO PARA ELLO LAS PROPIEDADES DE LA
DERIVADA.

7. En los problemas siguientes: un objeto estd moviéndose a lo largo de un eje coordenado horizontal de
acuerdo a la féormula S=f(t), donde S, la distancia dirigida medida desde el origen , esta en pies, y t esta en
segundos. En cada caso, responde las preguntas siguientes:

a. Cuédles son la velocidad y la aceleracién en el instante t?
b. Cuéndo se estd moviendo el objeto a la derecha?
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Cuando se esta moviendo el objeto a la izquierda?

Cuando es negativa la aceleracion?

Dibuje un diagrama esquematico que muestre el movimiento del objeto.

a. s=12t-2t> b.s=t3-6t> c. s=t>-96t°+24t d.s=2t>-6t+5 e.s=t?+16t%5t>0
f.s=t+4t % t>0

Se estima que dentro de x afios la poblacién de una comunidad sera p(x)=10 000+40x+5x° personas.
a. A qué ritmo cambia la poblacién después de 10 afios?

b. Cuéanto cambia la poblacién durante el undécimo afio?

La temperatura T estimada para un punto de experimentacion agricola esta dada por T(t)=20-2t+0,1t*
grados centigrados a t horas después de la media noche, (0 <t <12).

a. Calcular larazén de cambio de temperatura entre las 4 a.m.y 9 a.m.

b. Determinar la intensidad de cambio de temperatura a las 10 a.m.

El tamafio de un cultivo de bacterias aumenta lentamente segin N(t)=n, + 26t + t2 , donde ng es el nimero
inicial y t es el tiempo en horas. hallar la razén de cambio
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