LIMITES DE FUNCIONES

INTRODUCCION

Calculo infinitesimal

Designacion conjunta para el calculo diferencial, integral y de
variaciones; en principio fue el calculo ingenuo con magnitudes
infinitamente pequenas; en la actualidad es el cdlculo mediante
limites

El concepto de Ilimite marcé una gran diferencia entre las
matematicas fundamentales y el calculo. El nacimiento del calculo
infinitesimal permiti6 el desarrollo de ideas importantes en
matematicas y fisica. Conocer la velocidad y la aceleracién de un
objeto a partir de la posicidn o conocer la posicion a partir de la
velocidad vy la velocidad a partir de la aceleracion, involucra procesos
propios del calculo.

Los limites son importantes para estudiar el comportamiento de
datos que se han modelado mediante ecuaciones matematicas, como
crecimiento de poblaciones, desintegracién de materiales radiactivos,
inversiones de capital y velocidades limites alcanzadas por cuerpos
que caen desde una altura dada.

Cuando, por ejemplo, un paracaidista de masa (m), cae por la accién
de la gravedad (g), la resistencia del aire logra disminuir la velocidad
de caida. La velocidad del paracaidista en funcion del tiempo, esta

m - — |t
dada por la ecuacion: V(t)zTg 1-e (m) , en donde k es una

constante positiva. A medida que transcurre el tiempo, el término
k

{a) : ; -
e ‘™ se hace cada vez mas pequefio, de tal manera que la velocidad

limite es V(oo):% (ver pie de pagina). Esta velocidad es

aproximadamente 20 km/h
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PRACTICA PREVIA DE ALGEBRA

A. Utilice un método apropiado para factorizar cada una de las expresiones:

OCoNOTUD~,WNEK

19
20
21

3x + 4x° - 5xy + 12xz

6x° + 10xy + 18z + 22y

27xZ° - 33x°z + 18X°yz
X(1-y)+y(1-y)

2x(1 + 2y) + 3y(1 + 2y)
Z(2x-1) -2x + 1

-3x +2-5x(3x -2) + 2y(3x - 2)
2X + 4xy + 3z + 6yz

10xz - 5xy + 8yz - 4y?

8xy - 24y + 10x* - 30x + 7xz - 21z
4x° - 20x + 25

Z° + 14z + 49

48xz + 16x° + 367°

2
X__w_ngZ
25 5
16 - y?

25x% - 81y?

100x°Z% - 16y7?

x> 25

36 49

(x-2) -1

(x + 5)?-25

(X° + 2xy + y?) - Z°

22 X° +4x + 3

23 X +4x - 12

24 x* - 9x° + 20

25 X? + 5xy - 24y?

26 8xy + 48y° - X?

27 2X° + 3x + 1

28 2X° + 7x + 3

29 6x° + 7x - 3

30 3x° + 19x + 20

31 X>-9xX° +27x - 27
32 8X° + 36xX° + 54x + 27
33 8 -24x° + 24x - 8
34 X° +27

35 x> + 8
36 27x° - 1
1
37 x> - =
8
38 x° - xy?
39 x° - 5x° + 6x

40 X +xX° -x-1
41 x5 -1
42 x* + 2x° - 9x° - 18x

B. Simplifique cada una de las expresiones dadas

6 6
3(x-1) 3(x-1)

3 2

X—2 Xx+1

1_2

o 3
1+=
y

X 2X

2 + 2
X“+4x 3x°—48
X 1
=y X +xy+y?
y2
X2 -y

1 3 x-1
X2 =27  4x3 +24x? +36X
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TEOREMA DE LA UNICIDAD

1. Hallar el limite, en caso de gue exista.

i ) _
a) Hallar imf(X), si f(x)=1" +1, si x<5
X 6x—7, si x>5

. SV
b) Hallar limf(X), si f(x):{x +2x-5, si x<1

3x—7,si x>1

lim f X -4 Si x<2

IMmT (X i = '

c) Hallar o ( ),SI f(X)=< x+2 .

x(6x—12), si x>2

ax’* -4 . 3 .

2. Si f(x)=4 x_2 ' **>° Calcula el valor de a para que Ilrgf(x), exista.
X—>
—X, six<3
3ax® —4

3. S f(0) =4 ax—7 SiX>2 calcula el valor de a para que LLFT;f(X) exista.

4x, Six<2

2 H -
4. Si f(x)= Sax” =3, SIX>-1 coicia ef valor de a para que M f(X) exista.
—BX, six<-1 x>-1

PRINCIPIO DE SUSTITUCION

Evaluar los siguientes limites:

2_
L IirQXSXBX1+6 >, limCos3x
3 limd/x+4 4. lim /Xz_l
X—>4 x—>4\ X =1
_ 3_ 2
s limATA6+x 6 lim* T2 X
x—0 X x—1 X—-1

. [25—(x+1)? .
 lim (= . limSen(x—a
7e 5+(x+1) 8 - (x-a)

2 3 2
9. limSen2x+Cos2x 10, Iim(x —9XX + 2X —3x)
Xﬁ% X—3 X2 _3X

Limites de funciones



FORMA INDETERMINADA

oo

1. Calcula los siguientes limites, eliminando las indeterminaciones que se presenten

h—0 h—0

x>1 X* +4x+3

5. Resuelve los siguientes limites:

3 2 3
a) LimX2 1 b) Lim3m 3 Limt +64
-1 X -1 msl m-=1 t-—4 t{+4
4 2 _
d) LimX3 16 e) Limzti9 f) LimX 64
x—2 X° —8 t-3 t“ —5t+6 x—64 /X —8
5u® +8u® . 3x-1 . X4+ 2x+1
L h) Lim ) Lim———— =
9 3 1e? P 4 G ]
|_im7“v+1_2 k) |_imi“5+n_x/g ) |_imzx;2
v>3  y—3 n—0 \/ﬁ X2 X°+X—6
J— J— 2 —
m) Limi“2h+3h n) Lim(x2 2) o) Lim X+22
h—3 h-3 x—=2 X -4 x—2 4—X
. 3fr=2 . (x+1)° - 3/x -3
Lim Lim Lim
P) 8 [ —8 9 1 x34+1 & x>27 X —27
2. Dada la funcion f(X)=x*—3X, hallar Ih_ir(‘)nf(x—'_h)_f(x)
3. Dada f(X)=-/5x+1 hallar Ih_ironf(x_'_h)_f(x) cuando X>—é.
4. Resuelve los siguientes limites:
p— 2 J— J—
a) Lim(3X 1)3 b) LimV2 2 c) Lim1 I
x—1 (X+1) vo2 V- —4 x>l 1—X
d) Lim3 _3: e) Lim X=2 f) Lim(2X+23)(&_l)
x—0 3% 37X X—2 \/X2 -4 x>l 2X° +X-3
33 2 2 92
9) I_im(x+h) X h) Lim(x +3x+2) p Lim(2+h) 2

a) Si f(X)=bx* +cx+d, demuestre que IF'JOP

b) si f(X)=x?, demuestre que IFLr(;p

f(x+h) - f(x) __

, 1 .
c) Si f(X)—;, demuestre que IELEP

focm) = F00

oM = F00 oy,

X2
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LIMITES INFINITOS

Evaluar los siguientes limites por simple intuicién

. 2x+1 . X-3 . 3x-10 . X+5
1. lim 2. lim=—— 3. lim 4. lim=——

- X =1 x2" X —2 x-3 3—X x4~ 4 —X

i x-1 . =X . 3-X . —X
5 lim——— 6. lim 5 7. lim——— 8 lim_———

x>2" X —3X+2 x>2 4—X x-2 (X—2) x>4 (4+X)

LIMITES AL INFINITO:

2
a) Lim2x+3 b) Li 5x2+3x+1
x>o 3X +1 x>n 2X° —4X -5
2 2
c) Lim ~ d) Limw
x> X 4+ X xow X741
4%° —6x* +3x° 14X
e . f) Lim |——
- 3x® +5x%* + 6x ! x| X2
4
g) lim./3X+2—x b Ln{s}
X—>o0 x—»| 3x° —4X
2 2
i Lim X =% i) Lim X1
x>o | X—2 xow 2X+1
3 4 3
k) Lim+ ). Limw
U u2+z+u3 tow 47+ 2t
pa— 2 p—
m) Lim'1~2 n) Lim 172
>0 27 -3 70 \/1_22
. 2X+3 . 2X+1
o) Lim Lim———
) x—o 4X+5 P) x>0 6+ X —3X°
. X i X+3
Lim r) Lim————
“ o X* +5 ) T X* +5X+6
s) lim/2x-1—-x t) Iim(3x—x/4x+2)
Respuestas
Practica previa
A.
1 Xx(3+4x -5y + 12z) 22 (x+ 3)(x+ 1)
2 2(3x° + 5xy + 9z + 11y) 23 (x+6)(x-2)

3 3xz(9z - 11x + 6X°y) 24 (x* - 5)(x* - 4)
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(1-y)(C +y°)

(1 +2y)(2x + 3y)

(2x - 1)(z-1)

(3x -2)( -1 -5x + 2y)
(1 +2y)(2x + 3z)

(2z - y)(5x + 4y)

(x - 3)(8y + 10x + 7z))
(2x - 5)?

(Z + 7)?

(4x + 62)°

2
X
14 | =-3
(5 y)
15 (4-y)(4 +y)

16 (5x - 9y)(5x + 9y)

NSRSV NO LA

17 (10x°z - 4y)(10x°z + 4y)

1o (3-3)5+3)

19 (x-3)(x-1)
20 x(x + 10)
21 (x+y+z)(x+y-2z)

B.
s 3X+2
3X
5 2x+11
6X
2 3
3 2—-9x° —8x
12x°
4 2(x+1)
X+7
(x=2)(x+1)
Teorema de la unicidad
1) a)NNE. b)N.E. ¢c)0 2) a=1/9
Principio de sustitucion
1) 4/9 2) -1 3)2
6) 0 7)0 8) Cosa
Indeterminaciones 0/0
1)a)3/2 b) 6 c) 48
h) 1/3 i)o J) 1/4
0) 1/4 p) 1/12 qg) 0
5
2)2x -3 3) ——
) ) 24/5x+1

4)a)1/2 b)1/4c)1/2 d) 0

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38
39
40

41
42

8

3) a=1

4) 5

9) -1

d) 8/3
k) O
r) 1/27

e)0

(x + 8y)(x - 3y)
-(x - 12y)(x +4y )
(x+1)2x+ 1)
(x+3)2x + 1)

(2x + 3)(3x - 1)

(x +5)(5x +4)

(x - 3)°

(2x + 3)°

(2x - 2)°

(x +3)(xX*-3x +9)

(X +2)(x° -2x +4)

(3x - 1)(9%° + 3x + 1)

-3 3d)
X—= | X +=4+=
2 2 4
X(x +y)x-y)

xX(x-3)(x-2)

(x + 1)*%(x-1)
(x - 1)(x + 1)(xX°>+ 1)(x* + 1)
xX(x +3)(x-3)(x+ 2)

y—-2
y+1
5x-12
3(x—4)(x+4)
y
X3 -y
X
y(x+Y)
X2 +24x -9
12x(x—3)(x +3)*

3

4) a =8/5

5) N.E.
10) 72

e)6 f) 16
1) 1/5 m) -2/3

g)-1/2
n)o

f) 1/2 g) 3x° h) 1/2
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Limites infinitos

1) 2) -0
Limites aL infinito
a)2/3 b) 5/2
h) o© i) oo
o) 2 p) O

3) ©

c)O0
J)1/2
q)0

e) w
1) 3/4
s) -0

6) —©

f)o
m) i/2
t) oo

7) © 8)

g)-®
n)i
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